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EN TORNO A TRES PROBLEMAS DE LA GENERALIZACION!
Concerning three problems of generalization

Luis Radford®®
@ Université Laurentienne, Canadd y ® University of Manchester, Reino Unido

RESUMEN

La generalizacién es uno de los procedimientos principales de produccién del conocimiento.
Esta se constituye a través de tres problemas fundamentales, mutuamente relacionados. El primero
es un problema fenomenolégico planteado alrededor de la escogencia de las determinaciones
sensibles, un problema en el que participan, entre otros, la intuicién, la atencidn, la intencién
v la sensibilidad. EI segundo es un problema epistemoldgico, que consiste en la extrapolacion
o generalizacién propiamente dicha y a través de la cual se produce el nuevo objeto. El tercer
problema es un problema semi6tico, que resulta de los medios a través de los cuales se denota
el objeto generalizado. En este trabajo, propongo una reflexién sobre dichos problemas, cen-
trdndome en particular en la generalizacion de patrones en un contexto educativo.

Palabras clave: Generalizacion; Gestos; Patrones; Percepcidn; Semidtica.

ABSTRACT

Generalization is one of the principal knowledge production processes. It is constituted
through three fundamental interrelated problems. The first one is a phenomenological problem
that deals with the choice of sensible determinations—a problem in which intuition, attention,
intention, and sensibility participate. The second problem is of an epistemological nature; it
consists in the manner in which the extrapolation or generalization produces a new object. The
third problem is of a semiotic nature. It results from the semiotic means that are mobilized in
order to denote the generalized object. In this presentation I discuss these fundamental problems,
focusing in particular on the generalization of patterns in an educational context.

Keywords: Generalization; Gestures; Intention; Patterns; Perception; Semiotics.
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INTRODUCCION

En un célebre pasaje de la Ldgica, Kant dice:

Veo un abeto, un sauce y un tilo. Al comparar primero estos tres objetos, noto que los
tres son diferentes entre ellos respecto al tronco, las ramas, las hojas, etc. Sin embargo,
luego reflexiono en lo que tienen en comtin... y hago abstraccion de su tamafio, forma,
etc. Asf formo un concepto de drbol. (Kant, 1974, p. 100)

Este pasaje sugiere que la generalizacion se constituye, primero, a través de un
proceso de determinaciones sensibles sobre objetos en el que participan, entre otros,
la intuicion, la atencién y la sensibilidad. Vemos tres objetos frente a nosotros (en este
caso, un abeto, un sauce y un tilo). Operando en el plano fenomenoldgico, efectuamos
una serie de determinaciones. En el ejemplo que Kant ofrece, las determinaciones sen-
sibles corresponden al tronco, las ramas y las hojas, que notamos que son diferentes
de un objeto al otro. A pesar de sus diferencias, procedemos a una segunda serie de
determinaciones, orientada esta vez hacia lo que tienen en comuin. Y luego, por una
especie de «abstraccién», dice Kant, formamos el concepto de drbol.

La abstraccion a la que hace referencia Kant es, sin embargo, mds compleja de lo
que sugiere el ejemplo. Para llegar a formar el concepto de drbol, la escogencia de lo
que vamos a dejar de lado y lo que vamos a conservar de las determinaciones sensi-
bles se inscribe en un terreno que ya no es fenomenoldgico, sino epistemoldgico. Es,
en efecto, en este terreno que criterios de seleccién deberédn ser tomados en cuenta y
llevardn a un concepto o a otro. Segtn la manera de operar de lo epistemoldgico, los
datos sensibles serdn abstraidos, inducidos o generalizados a fin de producir el nuevo
objeto. Queda, por fin, un problema semiético: el de denotar de alguna manera el nuevo
objeto. En el caso de los objetos botdnicos, como en el ejemplo de Kant, la denotacion
se hace a través del lenguaje natural: el resultado de la generalizacion se designa a
través de un término lingiifstico, «drbol». En el caso de los objetos matemdticos, la
denotacién puede tomar varias formas. En la generalizacion de patrones, por ejemplo,
la denotacién puede hacerse a través de lo gestual, el lenguaje natural o el simbolismo
alfanumérico (o combinaciones de estos). Del ejemplo anterior podemos ya observar
que en una generalizacién aparecen tres problemas importantes: uno fenomenoldgico,
uno epistemolégico y otro semidtico. En este capitulo, propongo una reflexion didactica
en torno a esos tres problemas en el caso particular de la generalizacion de patrones o
secuencias figurales.

EL PROBLEMA FENOMENOLOGICO Y LA INTENCION PERCEPTIVA

Consideremos la siguiente secuencia (Figura 1) que hace parte de una serie de
lecciones sobre la generalizacion algebraica emprendida en una clase de segundo afio
de escuela primaria (nifios de 7-8 afios).
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Figura 1. Los cuatro primeros términos de una secuencia
investigada en una clase de segundo aio

Para poder generalizar la secuencia, los alumnos deben proceder a una serie de
determinaciones sensibles y notar similitudes y diferencias. A priori, las determina-
ciones posibles constituyen un conjunto extenso: los alumnos pueden fijar su atencién
en la forma de los términos, en la cantidad de cuadros que constituyen cada uno de los
términos, el color, el espacio entre ellos, etc. La escogencia de similitudes y diferencias
se hard, en principio, segtin la comprension que se hacen los estudiantes del objeto de la
actividad de generalizacién. En efecto, la mirada con la que cada uno de nosotros percibe
el mundo no es una mirada desinteresada. Vemos con cierta intencion, deteniéndonos
en aquellas determinaciones sensibles que le corresponden.

En nuestra serie de lecciones, el objeto de la actividad es reconocer una manera his-
térica y culturalmente constituida de razonar algebraicamente sobre secuencias. Ahora
bien, ese objeto no es claro para los alumnos. Y no puede serlo. Si el objeto de la activi-
dad fuese claro para ellos, no habria nada por aprender. Por el contrario, el objeto de la
actividad sf es claro para el maestro. Esta es la caracteristica fundamental de la actividad
de ensefianza-aprendizaje: su asimetria respecto al objeto de estudio. Esto significa que el
maestro y el alumno no atienden necesariamente al mismo complejo de determinaciones
sensibles. La intencién fenomenoldgica del maestro y de los alumnos no es la misma.

A falta de tener una idea clara del objeto de la actividad, no es sorprendente, pues,
que cuando les pedimos a los alumnos que prolonguen la secuencia de términos figurales,
los alumnos proceden a determinaciones que no son necesariamente propicias para la
produccién de una generalizacién algebraica. A menudo, los alumnos se centran sobre
la dimensi6én cuantitativa de los términos y, al continuar la secuencia de la Figura 1,
proponen términos como los que se muestran en la Figura 2.

oPEDEDIDIOE | TICTCDoo, o,
:

Figura 2. Izquierda y medio, los términos 5 y 6, respectivamente, segiin un alumno.
A la derecha, el término 8 segiin otro alumno
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EL PROBLEMA EPISTEMOLOGICO

Para producir los términos 5, 6y 8. los alumnos han hecho una generalizacion.
Han notado que los términos son diferentes numéricamente y que entre un término y el
siguiente hay dos cuadrados de mas. Esta propiedad conuin ha sido extrapolada a los
siguientes términos. Aunque tal procedimiento es operacional para pequeiias figuras, el
mismo se vuelve impractico cuando se trata de saber cudntos cuadrados hay en térmi-
nos remotos, como el término 25. A menudo, los alumnos afirman que hay que seguir
afiadiendo 2 hasta llegar al término buscado (Radford, 2010). Adolescentes, que han
tenido oportunidad de alcanzar un pensamiento numérico mas sofisticado, proponen
estrategias basadas en procedimientos de ensayo y error: proponei «i + 1»; rempla-
zan n por nimeros pequefios como 2 0 3 y se dan cuenta que la férmula propuesta no
funciona. Luego tratan otra, cOmo «n + 2», etc., hasta que «encuentran» que la férmula
es «2n+1». Bstos dos procedimientos se sitian en el terreno epistemoldgico sefialado
arriba: de un trabajo de observacion en el terreno fenomenoldgico, ciertas determinacio-
nes son seleccionadas; luego se procede a una extrapolacién que opera diferentemente.
En el primer caso, s¢ propone un procedimiento en el que se dicen de manera genérica
las etapas a seguir (continuar afiadiendo pacientemente 2 hasta llegar al término bus-
cado, que puede ser el término 25, 50, 1000, etc.). En el segundo caso, se propone un
procedimiento de ensayo y error. Ninguno de estos dos procedimientos reposan, COmo
puede verse, en conceptos algebraicos, y no obedecen por tanto a una generalizacion
algebraica. Estos procedimientos de generalizacién son mds bien aritméticos. Si estas
generalizaciones no son algebraicas, (cémo podemos caracterizar las generalizaciones
algebraicas de secuencias figurales?

La generalizacion algebraica de patrones

La generalizaci6n algebraica de secuencias figurales o numéricas, sugiero, esta
basada en los siguientes puntos: (a) la toma de conciencia de una propiedad comiin que
se nota a partir de un trabajo en el terreno fenomenoldgico de observacién sobre ciertos
términos particulares (por ejemplo, p1, p2, P3, ---» px). (b) la generalizacién de dicha
propiedad a todos los términos subsecuentes de la secuencia (Pk + 1, Pk +2, Pk +3, L)Y
(c) la capacidad de usar esa propiedad comtn a fin de deducir una expresion directa
que permite calcular el valor de cualquier término de la secuencia.

Hay varios elementos envueltos en la generalizacién, como lo proponemos aqui.
Primero, una caracteristica comun local es notada a partir de un ndmero finito de
términos. Como lo hemos mencionado anteriormente, esta etapa requiere hacer una
escogencia entre determinaciones sensibles potenciales. Enseguida, esa caracteristica
comun es generalizada a los otros términos de la secuencia. La generalizacién de la
«caracteristica comtn» (que puede ser una o varias) corresponde a lo que Peirce llama
una abduccién (abduction), esto es, algo que es solamente plausible (Peirce, 1931-
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1958, CP 2.270). Dependiendo del uso de esta abduccion, la generalizacion tomara
varios cursos. Cuando la abduccion es simplemente utilizada para pasar de un término
al otro (como cuando los alumnos dicen que hay que afiadir 2 cuadrados), llegamos a
una generalizacion aritmética. En este caso, no hay deduccion de una expresion directa
que permita calcular el ntimero de cuadrados en cualquier término de la secuencia. La
abduccién permite generar un procedimiento pero no una expresion directa—en otras
palabras, una férmula. En el caso del procedimiento por ensayo y error, los alumnos
producen una férmula. Pero la férmula no es deducida. De hecho, la abduccién con-
cierne la férmula misma. Los alumnos proponen una férmula, que parece plausible, y
la someten a un ntimero finito de pruebas. Esta generalizacion (que corresponde a una
de las formas de induccidn) no es todavia algebraica. Para que la generalizacion sea
algebraica se requiere, de acuerdo a lo expuesto arriba, que la abduccién que se hace
de la caracteristica comun sea utilizada de manera analitica. Esto quiere decir que la
abduccién serd utilizada ya no como simple posibilidad, sino como principio asumido
para deducir apodicticamente una férmula que proporciona el valor de cualquier término.

Como vemos, el punto crucial corresponde al papel epistemoldgico que desempefia
la caracterfstica comiin, C, extraida durante el trabajo efectuado en el terreno fenomeno-
16gico. C pasa de entidad plausible a principio asumido, esto es hipétesis, H. La Figura
3 muestra un diagrama que explica estas ideas. Las flechas son bidireccionales, pues a
menudo hay idas y vueltas entre los diferentes elementos. Hay también relaciones entre
casillas no contiguas, que omitimos con el fin de simplificar el diagrama.

Términos dados ... | Determinaciones | Caracteristica |
i |

Db LD sensibles : LRI
. c
e |

Aplicacion a

Deduccidndela ...,  términosno s Abduccion analitica |
formula ‘ dados (€ 9e conviete e by |
péw}& p‘;:@ﬁe j

Figura 3. Estructura de la generalizacion algebraica de secuencias figurales

EL APRENDIZAJE DE LA GENERALIZACION ALGEBRAICA

La Figura 3 muestra la complejidad detrds de la generalizacion algebraica. No es
sorprendente que, cuando alumnos de diversos niveles educativos se enfrentan a ella
por primera vez, aparezca una serie de dificultades de indole diferente (un estudio con
adolescentes es presentado en Radford, 2010; un estudio con alumnos de escuela pri-
maria es presentado en Radford, 2012).
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Entre las dificultades se encuentra, primero, la escogencia de determinaciones
sensibles en el terreno fenomenoldgico. Estas dificultades resultan de las varias posi-
bilidades que ofrece la percepcion de los términos dados. Como vimos anteriormente,
los alumnos tienden a centrarse en la dimension numérica. Sucede también que los
alumnos se dejan llevar por la apariencia de los términos. Asi, en la primera leccion de
una serie de lecciones de introducci6n a la generalizacion algebraica en una clase de
segundo afio de escuela primaria, hemos podido constatar lo siguiente. Los alumnos
fueron llamados a pronunciarse sobre la veracidad o falsedad de la afirmacién hecha por
una alumna ficticia (Monique) quien pretendfa que el término mostrado en la Figura 4
corresponde al término 8 de la secuencia dada en la Figura 1.

|

Figura 4. El término 8 de Monique

Dejandose llevar por la apariencia del término, los alumnos concluyeron en su
mayorfa que el término de Monique corresponde, efectivamente, al término 8 de la
secuencia, sin notar que hace falta un cuadrado blanco en la figura de arriba. Para notar
este hecho, los alumnos tendrfan que tomar en cuenta dos estructuras que desempefian
un papel importante en la generalizacién algebraica. En efecto, el trabajo algebraico
sobre el terreno fenomenolégico va a reposar sobre la articulacion de dos estructuras
diferentes: una de tipo numérico y otra de tipo espacial. La estructura numérica res-
ponde a la pregunta: ;cudntos cuadrados? La estructura espacial responde a la pregunta
;en dénde colocarlos? Aunque es posible generar una férmula algebraica tomando en
cuenta solamente la dimensién aritmética, notando que se afiaden siempre dos cua-
drados a un término para producir el siguiente y que para llegar al término (digamos)
25 debemos adicionar al primer término 2 cuadrados 24 veces, esta via resulta dificil
en virtud de requerir un conteo sistemdtico que debe enseguida ser transformado en
una multiplicacién sofisticada: 3 + 2 x 24. Para nuestros alumnos de segundo grado,
dicha via se encuentra mas all4 de lo que parece razonable esperar, dada la naturaleza
todavia emergente de su pensamiento aritmético. Es aqui donde la estructura espacial
es proveedora de indices perceptivos generalizables. Ahora bien, para utilizar dichos
indices, hay que ver los términos no como un conglomerado de cuadrados, sino como
cuadrados propiciamente organizados. Hay varias formas de proceder. Una de las for-
mas que hemos explorado en nuestra investigacién es la de imaginar los términos como
constituidos por dos filas (otras posibilidades incluyen ver los cuadrados organizados
en diagonales en direccién ascendente o en direccién descendente, etc.). En el pasaje
que comentaremos a continuacion, los alumnos de la clase de segundo afio fueron
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divididos en pequefios grupos de 3 miembros. Los alumnos fueron invitados a dibujar
los términos 5 y 6. Luego debian discutir sobre el término de Monique y decidir si era
o no el término 8 de la secuencia.

Los tres alumnos de uno de los grupos sobre el que nos concentraremos en el resto
de este articulo (Sara, Jaime y Melinda) trabajaron juntos por 32 minutos sobre esas y
otras preguntas de la actividad. Cuando la maestra fue a ver al grupo, los alumnos le
explicaron a la maestra que estaban de acuerdo con Monique: su término era el término
8 de la secuencia. La maestra decidi6é entonces iniciar un trabajo conjunto para llevar a
los alumnos a tomar conciencia de la estructura espacial de la secuencia como primer
paso hacia la objetivacion de la caracteristica comin que se desprende de una lectura
que atiende a la estructura numérico-espacial de la secuencia. Indicando la fila inferior
con gestos repetidos, le maestra dice:

1. Maestra: Bueno. ... Vamos a ver los cuadrados que estdn abajo... solamente
los cuadrados de abajo... [ver Figura 5, foto 1] no los que estdn arriba. En el
término 1, jcudntos ...?7

2. Alumno 1: ;1!

3. Maestra: [sefialando la fila de abajo del término 2; ver Figura 5, foto 2] ; Tér-
mino 2?7

4. Alumnos: 2!

Maestra: [contintia haciendo los mismos gestos indexicales y hablando de
manera ritmica, como lo hard en las préximas intervenciones; sefialando la
fila de abajo del término 3] ; Término 3?

Alumnos: ;3!

Maestra: [sefialando la fila de abajo del término 4] ; Término 4?

Alumnos: 4!

Maestra: [moviendo su mano hacia un espacio vacio después del término 4,
donde se esperaria que se encontrase el término 5] ; Término 5?

10.  Alumnos: ;5!

11. Maestra: [moviendo su mano hacia un espacio vacio donde se esperarfa que

se encontrase el término 6] ; Término 67

12.  Alumnos: ;6!

13. Maestra: [Igualmente, sefialando indexicalmente la fila de abajo del imagi-
nado término 7] ; Término 77

14.  Alumnos: ;7!

15. Maestra: [Igualmente, sefialando indexicalmente la fila de abajo del imagi-

nado término 8]

16. Alumnos: ;8!

EJ'

3o 09 ol o
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Figura 5. Izquierda, la maestra sefiala las filas de abajo de los cuatro primeros términos.
En medio, la maestra y Jaime sefialan la fila debajo del término 2. A la derecha, imaginando
que el término 8 estd hacia el final de la hoja, la maestra sefiala el imaginado término 8

En la linea 1, 1a maestra enfatiza la palabra «abajo», sefialando la fila inferior del
término 1. Luego, mueve despacio el indice de la mano izquierda tres veces horizontal-
mente a partir del término 1 hasta llegar al término 4. Los gestos y los enunciados de la
maestra intentan hacer visible a los alumnos una nueva intencién y su correspondiente
manera de percibir las figuras: una manera en la cual estas aparecen divididas en dos filas.
Naturalmente, los alumnos ven dos filas pero su atencién no se detiene y no retiene esta
particularidad de los términos que son filtrados, hasta ahora, segun su atributo numérico.
El problema de la maestra es, pues, resaltar del conjunto potencial de determinaciones
sensibles ciertos rasgos que permitirdn mds adelante una generalizacion algebraica. La
maestra contribuye con sus gestos y palabras, mientras que los alumnos acompafian los
gestos con la vista y responden a medida que los gestos se desplazan sobre los términos
visibles de la secuencia. A través de esta actividad semiotica, la maestra intenta resaltar
la relacién funcional de la que emergerd la toma de conciencia de una relacion funcional
entre el nimero de la figura y el ndmero de los cuadrados en la fila inferior. Notable
en este proceso de toma de conciencia (o de objetivacion; Radford, 2003) es el papel
del ritmo y el papel de los gestos indexicales que la maestra hace con las dos manos.
En la Figura 6, la maestra hace dos tipos de gestos: uno en el que el gesto apunta hacia
lo que es accesible a través de la vista: es el caso de los cuatro primeros términos. La
maestra dice «término 3» y apunta hacia el término correspondiente sobre la hoja de los
alumnos (ver Figura 6, foto 1). A partir del término 5 y hasta el término 8, la funcion
gestual cambia de papel: puesto que los términos no estan dibujados, los alumnos tienen
que imaginarlos. Para ayudarlos en esta extrapolacién sensible en la que estd basada la
generalizacion, la maestra en lugar de hacer un gesto por término, hace dos gestos: uno
para sefialar el término donde éste estarfa ubicado si se hubiese dibujado (ver Figura
6. foto 2, en el que la maestra hace referencia al término 6), el otro para sefialar la fila
de abajo del término en cuestion (la fila de abajo del término 6). Siguiendo el mismo
esquema, la maestra y los alumnos llegan hasta el término 8.
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Figura 6. Izquierda, la maestra sefiala con un gesto indexical doble el término 3.
Medio y derecha, la maestra seiiala el término 6 y la fila inferior del término 6
(Reconstruccion a partir del video)

La accion lingiifstica-perceptiva-gestual se convierte en un nodo semiotico (Radford,
2009). esto es, un segmento de la actividad de ensefanza aprendizaje en la que signos
sue pertenecen a diferentes sistemas semi6ticos (Radford, 2003) se complementan para
zenerar una toma de conciencia de la manera en que el problema puede ser atacado
desde un punto de vista algebraico. La generalizacion ocurre en la transicion del término
4 (el dltimo término en el campo concreto perceptivo) a los términos siguientes (5, 6,
7 v 8). Esta reposa en una abduccion, su transformacion en hipétesis y la aplicacion
Je esta ultima a los términos siguientes que los gestos y las palabras intentan evocar y
hacer presente —a través de la imaginacion— en el terreno fenomenolégico. En efecto,
I caracteristica comun ha sido extraida del trabajo sensible sobre los términos 1 a 4

caracteristica que conlleva a notar que el nimero del término coincide con el nimero de
cuadrados en la fila inferior). Dicha caracteristica comtin es luego aplicada a los términos
siguientes. La actividad continda con la verificacion del nimero de cuadrados en la fila
inferior del término de Monique. La maestra logra que los alumnos comprueben que,
en efecto, el término de Monique contiene § cuadrados en su fila inferior. Los alumnos
se muestran muy contentos. Luego, la maestra invita a los alumnos a «ver solamente
la fila de arriba». Siguiendo un procedimiento gestual similar, los alumnos toman con-
ciencia que, en la fila superior de cada t€rmino, hay un cuadrado de mds que el nimero
del término. Con toda seguridad, afirman que el término de Monique tiene 9 cuadrados
arriba. Luego hacen una verificacién que culmina con una gran sorpresa: contrariamente
a lo que habfan creido, el término de Monique tiene solamente 8 cuadrados. A partir de
esta experiencia, los alumnos pueden indicar cudntos cuadrados hay en un término fijo
cualquiera de la secuencia. Asi, Melinda dice unos minutos mds tarde, refiriéndose al
término 25: «25 + 25 + 1».
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EL PROBLEMA DE LA DENOTACION

A menudo se considera que hay generalizacién algebraica cuando los alumnos recu-
rren al simbolismo algebraico alfanumérico. Como hemos sostenido en otros trabajos
(ver, por ejemplo, Radford, 2010), esto no es cierto. La denotacién de la generalizacion
algebraica puede ser efectuada a través de otros sistemas semiéticos. En el ejemplo
que hemos discutido aqui, vemos que la denotacién se hace a través de una actividad
multimodal, en la que intervienen la percepcion, los gestos, los simbolos matematicos
y el lenguaje natural. Los alumnos han llegado a constituir una férmula encarnada en la
accién y en el lenguaje y que se aplica a cualquier término particular, por ejemplo, en
el caso del término 25, la formula es «25 + 25 + 1». Pero los alumnos pueden aplicarla
ahora a otros términos. Otro alumno propone el término 50, y dice: «50 + 50 + 1». La
encarnacion (embodiment) de 1a formula en la accién y en el lenguaje natural es potente,
pero tiene sus limites. La variable en si no aparece como objeto de discurso: esta aparece
instanciada en algunos de sus valores. Para que la variable (“el nimero del término») se
convierta en objeto de discurso, habrd que mover la actividad de ensefianza-aprendizaje
a otros niveles de generalidad en el que aparecerdn, del lado de los alumnos, nuevas
formas de conciencia mediatizadas por el uso més abstracto del lenguaje oral y escrito.
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and the question of space, place and dis-



